GRADEVINSKI FAKULTET U BEOGRADU 1

Tehnicka mehanika 2 - drugi deo ispita
(Prvi deo: 13. april 2006.)

ZADATAK 1 (...30%)

Dve materijalne tacke P i QQ, masa m; i mg, nalaze se u vertikalnoj ravni i mogu da se
kreéu u vertikalnom pravcu. Tacka P je vezana za nepokretnu podlogu oprugom krutosti
ki1, dok su tacke medusobno vezane oprugom krutsoti k. Na tacku P deluje spoljasnja
vertikalna sila F'(t) = Fjsin Qt, slika 1. Prikazane generalisane koordinate se mere u odnosu
na polozZaj staticke ravnoteze sistema. Napisati diferncijalne jednadine kretanja sistema.
ZADATAK 2 (...35%)

U vertikalnoj ravni duz horizontalnog pravca kreée se materijalna tacka A, mase m;
usled delovanja sile F(t). Za tacku A je zglobno vezan Stap AB, mase mgy i duZine L.
Tacka A i stap AB su vezani za vertikalan zid oprugama krutosti k; i k3. Obe opruge su
nenapregnute kada su na rastojanju [y od zida, slika 2. Napisati diferencijalne jednacine
kretanja sistema.

ZADATAK 3 (...35%)

(a) (...10%) Prikazati analizu kosog udara materijalne tacke u nepokretnu prepreku.

(b) (...25%) Poznato je da je, u posmatranom slu¢aju kosog udara tacke u nepokretnu
prepreku, odbojni ugao [ dva puta veéi od upadnog ugla «, (pri ¢emu se oba ugla
mere u odnosu na normalu 7 na tangencijalnu ravan prepreke u tacki udara), kao i da
je brzina tacke neposredno posle udara v, dva puta manjeg intenziteta od intenziteta
brzine tacke neposredno pre udara v;. Odrediti, za taj sluc¢aj, udarni impuls I,
koeficijent udara k, kao i maksimalnu vrednost upadnog ugla .-
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ZADATAK 1 (...30%)

Sistem ima dva stepena slobode, ¢; = z1 i ¢ = x5. Na slici 7?7 su prikazane tacke u
proizvoljnom polozaju tokom kretanja, kao i odgovarajuce sile: aktivna sila F(t),
kao i unutrasnje sile veze, odn. sile u oprugama. Kako se generalisane koordinate
mere od poloZaja staticke ravnoteze, sile sopstvenih tezZina tacaka su u ravnotezi
sa odgovarajué¢im delovima sila u oprugama i ne uti¢u na nastalo kretanje.
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Slika 1: Zadatak 1 - Proizvoljan polozaj tokom kretanja sistema

Sila u donjoj opruzi je jednaka k; - x1, dok je sila u opruzi koja povezuje tacke
jednaka proizvodu krutosti k; i relativnog pomeranja tacaka AL = x; — x5. Smer te
sile je takav da tezi da to relativno pomeranje bude nula. Ako se predpostavi da
je x1 > x9, onda je smer te sile kao na slici 77.

Ako se za svaku od tacaka oslobodenu od veza primeni 2. Njutnov aksiom, dobija
se:

mljﬁl = F(t) — ]{?1 c X1 — kg . (l’l — .132) (].)

meQ = ]fg . (l’l — 1’2) (2>
Kako su r; nepoznate generalisane koordinate, to se jednacine pisu u obliku:

midy + (k1 + ko) -1 — ko -0 = F(t) (3)
mgfi‘g—k'g'l‘l-f-k’g'l'g = 0 (4)

Diferencijalne jednacine kretanja mogu da se pogodnije prikazu u matri¢cnom ob-
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ZADATAK 2 (...35%)

Sistem ima dva stepena slobode i generalisane koordinate ¢; = x i ¢ = ¢ su prikazane
na slici. Diferencijalne jednacCine kretanja se izvode primenom LagranzZevih jed-
nacina kretanja II vrste, tako da se prvo odreduje ukupna kineticka energija sis-
tema. Na slici 77a su prikazane brzine u proizvoljnom trenutku tokom kretanja,
koje su potrebne da bi se odredila kineticka energija. Kineticka energija je jednaka
T =T,+ 15, gde je T| kineticka energija materijalne tacke A, a T; kineticka energija
Stapa AB. Tacka A vrsi translatorno kretanje u pravcu horizontalne ose, a Stap AB
vr$i sloZzeno kretanje.

ky (x+Lsing)
B B B\L&p

Virtuelna pomeranja

Brzine

Slika 2: Zadatak 2 - Brzine, sile i virtuelna pomeranja sistema

Kineticke energije tacke A i Stapa AB su date, redom, sa:
1 9 1 1

T, = 57MVa T, = Emgvg + §J5w2 (6)

pri ¢emu su brzine tacke A i sredista S Stapa jednaki:

. . L. L. .
V4 =i 0% = (i + Egpcosap)z + (Egosmso)Q (7)

dok su momenat inercije Stapa za srediSte i ugaona brzina Stapa jednaki:

1
Js = Emﬁ w=¢ (8)
Sredivanjem se dobija ukupna kineticka energija sistema u obliku
1 1 1
T = §(m1 + my)i? + imng'gb Ccos  + gmgLQch 9)

Odgovarajuéi izvodi kineticke energije, odnosno leve strane diferencijalnih jed-
nacina kretanja se dobijaju u obliku:

1 1
(mq +mg)i + §m2Lgb CoS p — §L¢2 sing = Q. (10)

1 1
§m2L£tcoscp+§m2L2gb = @, (11)
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Imajuéi u vidu sile koje deluju na sistem, prikazane na slici ?7?b, kao i odgovarajuéa
virtuelna pomeranja 6z # 0 A dp = 0, kao i dx = 0 A dp # 0, prikazana na slici ?7c,
generalisane sile se dobijaju u obliku:

Q. = F(t)— (k1 +ko)x — ko Lsinp (12)

1
Q, = 5mggL sin ¢ — kowL cos p — koL sinp cos ¢ (13)

Znadi, diferencijalne jednadine kretanja su date sa (10) - (13).

ZADATAK 3 (...35%)

Na slici 7?7 je prikazana materijalna tacka mase m koja se priblizava nepokretnoj
prepreci duz pravca koji zaklapa ugao a prema normali na tangencijalnu ravan u
tacki udara u prepreku. Posmatra se trenutak neposredno pre i neposredno posle
udara tacke.

Kretanje pre udara Neposredno PRE udara Neposredno POSLE udara

Slika 3: Zadatak 3 - Kos udar tacke u nepokretnu prepreku

Neposredno pre udara, tacka je imala brzinu intenziteta v, €iji je pravac zaklapao
ugao « sa normalom n, a neposredno posle udara brzina je intenziteta v, sa pravcem
datim sa uglom § prema normali. Udar tacke u prepreku je odreden sa zakonom o
promeni koli¢ine kretanja za trenutke neposredno posle i neposredno pre udara:

Ko— K, =T (14)

gde je [ = It udarni impuls, koji predstavlja uticaj uklonjene prepreke na posma-
tranu tacku. Ako se jednacina (??) projektuje na pravce tangente 7 i normale n,
dobija se:

mugsin f — muysina = 0 (15)

muy cos 3+ muycosa = [ (16)
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GRADEVINSKI FAKULTET U BEOGRADU 5

U jednacinama (15) i (16) su nepoznate veli¢ine ugao (3, intenzitet brzine v,, kao
i udarni impuls /, tako da ne mogu da se odrede nepoznate veli¢ine iz te dve
jednacine. U skladu sa Njutnovom teorijom udara, usvaja se, kao poznata veliCina,
koeficijent udara k € [0,1]. Koeficijent udara, u ovom slu¢aju, predstavlja odnos
apsolutnih vrednosti projekcija brzina na pravac normale n neposredno posle i
neposredno pre udara:

o = V208 I} (17)
V1 COS Qv
Iz jednacine (7?7) se dobija relacija
vg cos 3 = kuy cos (18)
tako da se iz jednaédine (16) dobija udarni impuls u obliku:
I'=m(1+k)vycosa (19)

Imajuéi u vidu jednaéinu (15), dobija se intenzitet brzine tacke neposredno posle
udara u obliku:

Vg = \JV3. + V3, = \/(Ul sin )2 + (kv cos a)? (20)

odnosno, u obliku:

Vg = 7 - \/sin2a+k2 cos? a (21)

Sarelacijama (19) i (21) su odredeni udarni impuls i intenzitet brzine tacke neposredno
posle udara, dok se odbojni ugao 5 moze da odredi ili iz jednacine (15) ili iz jed-
nacine (?7), u obliku:

v v
sin 3 = — sin odnosno cosf3=k-—cosa (22)
(%) (]
Zadatkom se trazi da se posmatra sluc¢aj kada je odbojni ugao [ dva puta veci
od upadnog ugla a, kao i da je intenzitet odbojne brzine v, dva puta manji od
intenziteta upadne brzine v,. Znaci, posmatraju se uslovi:
1

8 =2« Vg = 5”1 (23)

Imajuéi ovo u vidu, koeficijent udara, koji je dat sa (??), mora da bude jednak:

vecos 1 cos(2a) 1
vicosa 2 cos« 2 (cos a an o) (24)

jer je cos(2a) = cos?a — sin” a. Kako je udarni impuls dat sa izrazom (??), to moze
da se dobije izraz za udarni impuls, na primer, u obliku

1
I= §mv1(0052a + 2 cos «) (25)
ili u nekom drugom ekvivalentnom prikazu.
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Najveéa vrednost odbojnog ugla je 3,,.. = 90°, $to, naéelno, odgovara idealno plas-
ticnom udaru, odnosno koeficijentu udara koji je jednak nuli: £ = 0. U posma-
tranom slucaju se trazi da je odbojni ugao dva puta veéi od upadnog, tako da bi
najveéa vrednost upadnog ugla bila a,,,, = 45°. Medutim, imajuéi u vidu izraz (?7)
za koeficijent udara, za upadni ugao od a = 45° se dobija:

k(a = 45°) = ;(608(450) —tan(45°)) = —0.1464 < 0 (26)

Sto nema smisla, jer je koeficijent udara realan ne-negativan broj k € [0,1]. Prema
tome, ako se postavi uslov da je koeficijent udara najmanji moguéi, dobiée se najveci
mogudéi upadni ugao za postavljene uslove. Znaci:

k=0 = cosa —tana = 0 = Omaa (27)

Resavanjem jednacine (?7?7), na primer probanjem, moZe da se dobije priblizna
vrednost maksimalnog upadnog ugla:

f(z) =cosz —tanz =0 = £(38%) = 0.0067 £(39%) = —0.0326 (28)

odnosno,
To = Qae ~ 38.3" (29)
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